Fisica para estudiantes de
Ingenieria: Cinematica de
la particula

UBAfiuba®

FACULTAD DE INGENIERIA



.UBAfiuba®

Fisica | — Cinematica de la particula — Rev. 02 FACULTAD DE INGENIERIA

Indice

Magnitudes escalares y vectoriales

Componentes de un vector

Cinemética: analisis del movimiento en 3D

Posicion de una particula “P” respecto del observador “O

Sistema de referencia. Encuadre empirico del movimiento.

Sistemas de coordenadas: cartesianas, polares e intrinsecas.

Cambio de posicion de un punto “P” respecto de un observador fijo “O”.

Velocidad instantdnea de un punto “P’ respecto de un observador fijo “O”

Vector velocidad en coordenadas polares y transformacion a coordenadas

cartesianas en 2D.

10. Variacion del vector velocidad.

11. Aceleracion instantanea de un punto “P’ respecto de un observador fijo “O”

12. Circunferencia osculatriz o circulo osculador: centro de curvatura local y
radio de curvatura local de una trayectoria.

13. Apéndice

»

CoNooGaRwWNE

Contenido protegido bajo licencia Creative Commons



.UBAfiuba ®®

Fisica | — Cinematica de la particula — Rev. 02 FACULTAD DE INGENIERIA

Cinematica de la particula

1_MAGNITUDES ESCALARES Y VECTORIALES

Las magnitudes escalares son aquéllas que quedan totalmente determinadas dando un
s6lo nimero real y una unidad de medida®. Ejemplos de este tipo de magnitud? son la
longitud de un hilo, la masa de un cuerpo o el tiempo transcurrido entre dos sucesos.
Se las puede representar mediante segmentos tomados sobre una recta a partir de un
origen y de longitud igual al nimero real que indica su medida. Otros ejemplos de
magnitudes escalares son la densidad; el volumen; el trabajo mecanico; la potencia; la
temperatura.

La definicion que sigue se expresa en el contexto de la mecéanica clasica elemental.
Los vectores, en general, son entidades matematicas que poseen propiedades mas
avanzadas que las dichas a continuacion, pero por el momento nos conformaremos con
estas para describir y calcular los modelos fisicos correspondientes.

A las magnitudes vectoriales no se las puede determinar completamente mediante un
numero real y una unidad de medida. Por ejemplo, para dar la velocidad de un movil
en un punto del espacio, ademéas de su intensidad se debe indicar la direccion del
movimiento (dada por la recta tangente a la trayectoria en cada punto) y el sentido de
movimiento en esa direccion (dado por las dos posibles orientaciones o sentidos de la
recta). Al igual que con la velocidad ocurre con las fuerzas: sus efectos dependen no
s6lo de la intensidad sino también de las direcciones y sentidos en que acttan. Otros
ejemplos de magnitudes vectoriales son la aceleracion; el momentum o cantidad de
movimiento; el momento angular 0 momento cinético. Para representarlas hay que
considerar vectores, tal como el ejemplo de la figura 1.

Definicion 1: Se llama vector a todo segmento orientado. El primero de los puntos
gue lo determinan se llama origen y el segundo extremo del vector. La recta que
contiene al vector determina la direccion del mismo y la orientacion sobre la recta,
definida por el origen y el extremo del vector, determina su sentido.

! La unidad de medida esté definida por convenciones internacionales, se trata de una porcion de la misma magnitud
que puede ser repetida en los laboratorios que custodian que se cumplan esas convenciones. Deben poder ser
obtenidas en cualquier lugar si se cumple un procedimiento correcto. Adoptaremos el Sistema Internacional de
Unidades en esta publicacién. En la Argentina este sistema se contempla en el SIMELA Sistema Métrico Legal Argentino.
’ En este apartado damos ejemplos dentro del contexto de la mecdnica. Podemos encontrar otros ejemplos de
magnitudes fisicas que son transversales a toda la fisica, la energia es uno de los mas importantes. También en
electromagnetismo encontramos la carga eléctrica y la diferencia de potencial.
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Figura 1

En la figura 1 se representa el vector a sobre la recta r, de origen O y extremo P. En
adelante los vectores seran designados con letras mayusculas o minusculas en negrita.

Definicion 2: Se denomina modulo de un vector al valor o intensidad que se
representa mediante la longitud del segmento orientado que lo define.

El médulo de un vector es siempre un nimero positivo o cero. Serd representado
mediante la letra sin negrita 0 como vector entre barras: mod v =v = |v|.

Figura 2

En figura 2, a = b. Esta definicion corresponde a los vectores libres; o sea, vectores
que pueden deslizar a lo largo de una recta y desplazarse paralelamente a si mismos en
el espacio. Son los que nos interesan y cumplen con las tres propiedades (reflexiva,
simétrica y transitiva) que se exigen a toda definicion de equivalencia entre elementos
de un conjunto.’

En el parrafo siguiente se trata el tema de la representacion cartesiana del vector. A
partir de esos nuevos conceptos se podra mejorar la definicion de modulo y distinguir
el modulo, las componentes cartesianas y las proyecciones de un vector sobre las
direcciones que se definen por versores cartesianos.

3 c: . . ™ . e .

Si deseamos ser rigurosos, debemos asumir que los vectores que utilizaremos cumplen la axiomatica algebraica
correspondiente, por ejemplo: suma como composicidn interna, existencia de neutro de esta operacion, producto con
un elemento del cuerpo de los reales o complejos que se utilice, etc.
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2_COMPONENTES CARTESIANAS DE UN VECTOR

Para ubicar un objeto cualquiera, ya sea que esté en reposo 0 en movimiento, por lo
general utilizamos como referencia un punto fijo. Se puede discutir la existencia de un
punto que consideramos fijo, pero no quisiéramos distraernos en estas interesantes
cuestiones topoldgicas. Nos basta suponer que para los fines de la elaboracion del
modelo fisico-matematico mecanico elemental, habra puntos en el laboratorio o en el
entorno del espacio considerado que pueden suponerse fijos para todos los fines
practicos que consideraremos.

Para ubicar un cuerpo puntual en reposo en un plano o describiendo una trayectoria
plana, nos basta con dar su distancia a dos rectas fijas del plano (perpendiculares entre
si para mayor facilidad en los calculos) que tomamos como referencia. De la misma
forma, todo punto del espacio queda determinado univocamente mediante su distancia
a tres rectas fijas respectivamente perpendiculares entre si. A este sistema de
referencia lo denominamos sistema de coordenadas cartesianas ortogonales de origen
Ovyejesx,y, z.

Figura 3

P1 (X1, Y1, Z1) Y P2 (X2, V2, Z5) son respectivamente el origen y el extremo del vector a.

Definicion 4: Se denominan componentes de un vector a respecto del sistema
(O; %, Y, z) a las proyecciones de a sobre los ejes, 0 sea a los nUmeros: ay, a,, as.

En general, pondremos a= (a;, a,, a3) para indicar que a;, a, y az son las componentes

escalares del vector a, en su expresion cartesiana. Estas componentes pueden ser
numeros positivos, negativos o cero (mas adelante veremos que pueden ser funciones
de una o maés variables), pero siempre deben ser calculadas como diferencia entre las
coordenadas del extremo y las del origen del vector. Asi, por ejemplo, dos vectores
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opuestos (de igual mddulo y direccion pero de sentidos opuestos) tienen sus
componentes iguales en valor absoluto pero de signos contrarios.

Como consecuencia de la definicidn anterior y de la definicion general de igualdad de
vectores se deduce que dos vectores iguales tienen las mismas componentes si se los
representa a ambos en un cierto sistema de coordenadas, cualquiera sea. En el caso de
que rote el sistema cartesiano, que se utiliza para describir un vector, las componentes
de un mismo vector pueden ser diferentes entre si. Es decir, las componentes estan
relacionadas a la base del espacio vectorial que se emplea.

Un vector es invariante a los cambios de coordenadas (independiente de cualquier
sistema de coordenadas que por conveniencia se haya introducido en el espacio). Esta
es la propiedad esencial del calculo vectorial y lo que lo transforma en una
herramienta tan potente.

Ejemplo

Consideremos ahora el modulo de un vector que ha sido representado en coordenadas
ortogonales. Dado que el vector a es la diagonal del paralelepipedo, ver figura 3,
cuyas aristas son ai, a, y as, el modulo del vector a es:

a=\/af+a§+a§

3_CINEMATICA: ANALISIS DEL MOVIMIENTO EN 3D

Punto material o particula clasica

Es una idealizacion de un objeto movil que permite describir en forma elemental el
movimiento de cuerpos, considerandolos como puntos o particulas de dimensiones
suficientemente pequefias, pero con propiedades de materia (la masa especialmente).

Posicion de un punto material

Si nos encontramos en nuestra sede Av. Paseo Colén (PC) y deseamos ir a la sede
Ciudad Universitaria (CU), deseamos saber la posicion de CU respecto de PC. No nos
basta saber que CU estd a 12 km de PC. Queremos saber si tenemos que dirigirnos
hacia el norte, el sur, el este o el oeste. En consecuencia, deseamos saber cuél es el
vector posicion de CU respecto de PC: mddulo, direccidn y sentido. Este ejemplo lo
tomamos como idea inicial, para seguir avanzando hacia la definicion de posicion de
un punto “P” respecto de otro “P;” tomado como referencia.
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. P
Posicién de P
respecto de O :

Pc;sicutm de P1 )
respecto de O

Figura 4

4_POSICION DE UNA PARTICULA “P” RESPECTO DEL OBSERVADOR
‘60”

Para conocer la posicion de un punto “P” respecto del origen “O”, en el espacio 3D
(espacio euclideo tridimensional), lo representamos mediante una terna ordenada de
numeros reales. Nos tienen que quedar univocamente definidas tres propiedades:

1. distancia entre “O” y “P”,
2. la direccion para la cual partiendo de “O” alcanzamos al punto “P”,
3. el sentido de recorrido para llegar de “O” hasta “P”.

Es decir no puede haber dudas del mddulo, direccién y sentido del vector que estamos
tomando como posicion de “P” respecto de “O”.

En la figura 4 indicamos en color azul los vectores posicion de P y de P, respecto del
origen O.

También indicamos en rojo la posicion de P respecto de P;. Debemos prestar especial
atencion a esta indicacion, que se hace como diferencia entre los dos vectores en color
azul.

La posicion del punto P respecto de un punto P4, que no es el origen, la escribimos
como diferencia entre los vectores posicion de dichos puntos respecto del origen.”

El préximo parrafo trata de como escribir estos vectores formalmente.

*Que la posicion del punto P se pueda escribir referida al punto P1, es ventajoso y se apreciara su utilidad cuando se
trate el tema de Movimiento Relativo. También mds adelante en temas como Gravitacion, Electrostatica vy
Magnetostatica se utilizara esta técnica de modelizacion fisico matematica para describir campos de fuerzas producidos
por conjuntos distribuidos de masas, cargas y corrientes respectivamente.
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5 SISTEMAS DE REFERENCIA. ENCUADRE EMPIRICO DEL
MOVIMIENTO.

Podemos asumir que hay un observador “O” afirmado al piso del aula.

Este observador mide que una particula “A” se mueve, y también que se mueve otra
particula “B”. Pero si también observa que la posicion de “B” respecto de “A” no
cambia a medida que transcurre el tiempo, entonces se dice que “B” no se mueve
respecto de “A”.

También decimos que la posicion de “A” respecto de “O” cambia a medida que
transcurre el tiempo por lo cual “A” estd en movimiento respecto de “O”.
Andélogamente la particula “B” se mueve respecto de “O”.

De la descripcion anterior surge que el movimiento cobra sentido, cuando decimos
primero respecto de qué observador se produce el cambio de posicion, en la medida
que transcurre el tiempo.

Nosotros vamos a asumir que para las experiencias mecanicas que se intentan
describir el observador, que denominamos “0O”, se encuentra en reposo. Esto no es
absoluto, decimos que dentro del intervalo de tiempo que transcurre mientras
realizamos la experiencia dicho observador esta quieto o en reposo. Este observador
“0” en reposo lo podemos pensar como firmemente adherido al laboratorio.

Aungue la afirmacidn anterior es solamente una primera aproximacion, resulta ser (til
para la mecanica elemental. Pero en el caso que tengamos que hacer experimentos mas
extensos, podemos pensar que el observador en reposo, por ejemplo, se ubica en
estrellas consideradas fijas durante siglos.

Ningun sistema de referencia estd realmente en reposo. La Tierra, se mueve con
respecto al Sol, el Sol en el Sistema Solar, éste ultimo en la galaxia y asi
sucesivamente. De todas formas, y teniendo lo anterior en cuenta, en muchos casos
podemos considerar que dichos movimientos tienen una influencia despreciable con
respecto al movimiento de otros cuerpos que, por ejemplo, se desplazan con respecto a
la superficie de la Tierra. Por eso tomamos a la Tierra como un sistema de referencia
“fijo”, aunque en rigor no lo sea.

Adoptaremos una buena aproximacion para los alcances de este texto:

A un sistema de referencia considerado “fijo” se lo llama sistema “Tierra” o sistema
“Laboratorio”.
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A los sistemas de referencia que estan en reposo o se mueven a velocidad constante, se
los Ilama Sistemas Inerciales, y a los que se mueven en forma acelerada, Sistemas No
Inerciales.

Por otra parte pensemos que cualquier base del espacio 3D que nos permita escribir
vectores, puede ser adoptada por el observador “O” para describir la posicion y el
movimiento de cualquier particula clasica.

6_ SISTEMA DE COORDENADAS: CARTESIANAS E INTRINSECAS.

Z

Zg

Figura 5

Uno de los sistemas de coordenadas mas utilizado en el espacio euclideo es el sistema
cartesiano, también llamado ortogonal. EIl sistema cartesiano consta de tres ejes que
son perpendiculares entre si. Hay otros sistemas de coordenadas ortogonales en
sentido amplio, por ejemplo: el polar, el cilindrico, y el esférico.

Se puede utilizar cualquier sistema de coordenadas para representar la posicion de un
objeto en el espacio, la eleccién de uno u otro se hace mirando la geometria que
domine el movimiento del objeto, con el fin de simplificar su descripcion.”

En el apéndice, se hallan contenidos que justifican la utilizacion de coordenadas
polares.

5 .z . 4. . . . , . ;. .
Quizas esta ventaja geométrica y de consideraciones de simetrias, no sea tan apreciable en Fisica 1 pero cobrara
importancia en Fisica 2.
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Trayectoria

Es la linea que queda definida con las sucesivas posiciones gque va ocupando el punto
material en su recorrido. Si bien el movil hace su recorrido a través del tiempo, se
reserva el nombre de ecuaciones horarias a la forma paramétrica, con parametro
tiempo, de escribir la trayectoria.

Matematicamente la trayectoria se puede representar por una funcion de posicion

(x,,2).

Pero también se podria aceptar una parametrizacion y tomarla como funcidn
paramétrica ((w),y(u),z(w)).

Asi entonces, en algunos casos particulares se suele presentar la funcion paramétrica,
tomando como parametro el tiempo. Entonces denominaremos al sistema de
ecuaciones paramétricas como Ecuaciones horarias del movimiento.

Ecuaciones horarias del movimiento (en cartesianas)

x = x(t)
y=y(t)
z = z(t)

Coordenadas cartesianas

El vector posicion lo expresamos, como dijimos, como una terna ordenada de nimeros
reales 0 como una expresion en funcién de los versores que indican la referencia de
tres ejes concurrentes al origen.

El vector indica un punto en relacion con el origen de coordenadas, en general
suponemos la base del sistema cartesiano y las componentes del vector son las
proyecciones del mismo sobre la base cartesiana.

El vector posicion lo podemos nombrar identificando el punto “P” respecto del origen
“0” de dos formas que son habituales:

P - O == FP_O
En cartesianas 3D:

~

FP_O == xPi + ypj + Zpk
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El modulo de este vector es la distancia que existe entre Py O:

Tp_ol =+ (xp)% + (¥p)% + (2p)?

En cartesianas 2D:

Tp—o = Xpl+YpJ

El mddulo de este vector es la distancia que existe entre P y O:

[Tp—0l = v/ (xp)? + (¥p)?

Xp,YVp, Zp. SOn coordenadas del punto, y que variaran en funcion del tiempo en la
medida que la particula se mueva.

Coordenadas intrinsecas

(El desarrollo de este sistema lo hacemos restringido a 2D, para extenderlo a 3D habria que
desarrollar teoria de curvas y triedro de Frenet, pero consideramos que es mejor estudiarlo después
de tener conocimientos solidos de Analisis Matematico Il).

Las coordenadas intrinsecas son coordenadas de trayectoria. El punto bajo estudio es
el origen del triedro mencionado. Para comprender como se comportan los versores
del sistema intrinseco: versor tangencial y versor normal, estudiaremos previamente la
velocidad instantdnea de un punto “'P” respecto de un observador fijo “O”.

7_ CAMBIO DE POSICION DE UN PUNTO “P” RESPECTO DE UN
OBSERVADOR FLJO “O”.

Supongamos que el punto “P” cambia de posicién en forma suave respecto de un
observador fijo “O” y que ese cambio se hace durante un intervalo pequefio de tiempo.

y
P () 4 o-0_x'p (t +dt)
F plo (1)
F oo (t+dt)
0 bY
Figura 6
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Tp_o(t): €s la posicion inicial.

Tp_o(t + dt): es la posicion final.

La diferencia entre estos vectores es el cambio de posicion:
drp_o(t) = Tp_o(t + dt) — Tp_o(t)

Si lo queremos ver desde el punto de vista matematico, teniendo en cuenta que el
intervalo de tiempo es pequefio, se puede utilizar el concepto de diferencial de la
funcién que representa el vector posicion y a partir de ella calcular la posicién final:

-

drp—o

dt

Tp_o(t +dt) =1p_o(t) + dt

En esta expresion vemos que en el segundo término aparece una derivada, a dicha
derivada se la denomina velocidad instantanea del punto P respecto del observador fijo
O.

Dos propiedades muy importantes del cambio de posicion:

1. Cualquier observador fijo mide el mismo cambio de posicion. Se puede
verificar graficamente lo dejamos a cargo del lector.
2. El vector cambio de posicion es tangente a la trayectoria.

En la figura 6 observamos que el vector drp_,(t) estd dibujado como secante a la
trayectoria. Sin embargo debemos pensar esta situacion para un intervalo muy
pequefio de tiempo, para dicha situacion el vector posicion final rp_,(t + dt) estara
indicando un punto infinitamente proximo al punto inicial, es decir en el limite para un
intervalo de tiempo tendiendo a cero, la secante se acerca infinitamente a la tangente a
la trayectoria.

8_ VELOCIDAD INSTANTANEA DE UN PUNTO “P” RESPECTO DE UN
OBSERVADOR FLJO “O”.

Cuando nos interesa describir como varia la posicion de una particula P respecto del
tiempo, resulta util y se hace muy frecuentemente un estudio de cémo se comporta el
segundo término de la ecuacion:

-

dTp—o

dt
dt

Tp_o(t+dt) =1p_o(t) +

La cual ya hemos introducido. Y entonces podemos escribirla de una forma més
conveniente:
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drp_o .. Tp_o(t+dt) —1p_o(t)
= lim
dt At—0 At

Y utilizar esta expresion como definicion operativa del vector velocidad instantanea
del punto material “P” respecto del punto fijo “O”.

dTp_g — Tp—o(t +dt) —Tp_o(t)

VUp_p = im
P-0 dt At—0 At
La interpretamos como el cociente de un vector por un escalar.

Dado que el cambio de posicidn se verifica en un intervalo de tiempo muy pequefio el
vector resultante sera tangente a la trayectoria, en forma analoga a lo dicho el item
anterior.

Observacion interesante:

Si hubiera otro observador fijo en un punto que no fuera el origen de coordenadas, por
ejemplo en el punto P1, mediria la misma velocidad que el observador en el origen.

. _drp_p,
Up_p, = dt

£

Posicidn|de P o
respectode O Posicidn de P

respeclo de P,

Posicion de P
respecto de O

-y

P,
X

Figura7

Vamos a escribir los vectores posicion de P y de P,, respecto del origen. Tenemos en
cuenta también a ambos observadores y operamos considerando un intervalo muy
pequefio de tiempo:

-

drp—g
dt

Tp_o(t +dt) =1p_o(t) + dt
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Y también:

Hacemos la diferencia:

rp _o(t+dt) = rp _o(®) +

d?"pl

dt

Tp_p, (t +dt) = 1p_o(t + dt) — 7p,_o(t + dt)

-0
dt

Tp_p,(t +dt) = 1p_ o(t)+

Pero, por figura 7:

o(t)

Tp_p, (£) =Tp_o(t) — Tp,—

-

-0

—Tp,_o(t) —

La derivada es distributiva con la diferencia:

dFP—Pl _ drp_o _ dfpl—o
dt dt dt

En nuestro desarrollo de este capitulo:
dFP1_0
dt

En el desarrollo del tema de velocidad relativa para relatividad Galileana o
clasica esta derivada no sera nula, pero aqui estamos suponiendo que el punto P,

es fijo.

Entonces en la ecuacién anterior:

N

-

drp—o - drp,—o
Tp_p, (t +dt) = 1p_p(t) + 7t dt —7p, _o(t) — dlt dt
Reemplazamos
Tp_o
Tp_p, (t +dt) = 1p_p (t) + T dt
FP—Pl (t + dt) - FP—Pl (t) == dt_o dt
drp_o im Tp_o(t +dt) —=1p_o(t) dTp_p,
dt  At-0 At Cdt
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Es decir,
drp_o .

dt VPO
dFP—Pl — 5

at ' ™h

Entonces si P; es un punto fijo:  vp_p = Vp_p,

Conclusiones

e La velocidad es un vector.

e Lavelocidad es tangente a la trayectoria.
e La velocidad del punto P, que miden dos observadores fijos, es la misma para
ambos observadores. Si los observadores se mueven entre si la cosa cambia

como veremos en la unidad de movimiento relativo.

.UBAfiuba ®®
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e La velocidad como todo vector se puede representar en el sistema de
coordenadas que deseemos Yy sigue siendo el vector velocidad de esa particula.
Los numeros que representan cada coordenada pueden verse diferentes, pero
como vector es independiente del sistema de coordenadas elegido como base
(algebraicamente hablando) del espacio.

9  VECTOR VELOCIDAD EN COORDENADAS

INTRINSECAS Y

TRANSFORMACION A COORDENADAS CARTESIANAS EN 2D.

La velocidad es tangente a la trayectoria. Esta propiedad la utilizamos para
encontrar el versor tangente y expresar la velocidad de la particula “P”.

y

—— o = =

}"P| .............
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Up_o = |Up_ol &

Comprobamos que el versor tangente, es el vector velocidad dividido por su modulo.
|Up_o|: s el modulo del vector velocidad.

é,: es el versor tangencial a la trayectoria o versor tangente.

La expresion en coordenadas cartesianas de este versores: é; = cos @i+ sen @ J

Otra vez, como para polares, en este sistema, se verifica que el angulo ¢, es una
variable que se toma desde el eje de abscisas y que depende del tiempo en la medida
que se mueve el punto “P”. Y su derivada es la velocidad angular w.

Ademéas, como se dijo anteriormente, consideramos al sistema cartesiano como
sistema fijo.

Para definir el versor normal utilizaremos la técnica de la derivada del versor tangente.

deé; ( g " do dé; ( . "
—_ = ( — —_— el —_— (-
I = sen@l+ cos @] It It sen@pl+ cos@j)w

El paréntesis es un versor que se denomina versor normal:

€y =—Sen@i+ cosq@j

EJEMPLO:

Movil ”P” que se mueve por una trayectoria circular de radio “a”, centrada en el

origen con velocidad angular w en tiempo igual a cero y que pasa por el punto (a,0)
hacia arriba:

La velocidad como vector en cartesianas es: vp_p =awcos@ I +awsen@ j
donde el moduloes: |vp_p| =aw

A) Hacemos el caso particular para tiempo igualacero ¢ (t=0) = g [rad]

Vp-o0

[vp-ol

é; = =cos@pl+ senp]=01l+ =]
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Entonces
EP—O = a(,()f_) EP—O =a(1)j

Para obtener el versor normal:

ép=—sen@l+ cos@j=—I

B) Hacemos el caso particular para ¢ (t) = g + wt [rad]

Up-o

[vp-ol

é; = =cos@pl+ senpj]=—senwtl+coswt |

(hemos utilizado las identidades trigonométricas del coseno y del seno de la suma de angulos)

Entonces:

Vp_o = a w &, (esta expresion intrinseca no cambia)
Up_og =aw (—sen wt 1+ coswt J)

Para obtener el versor normal:

€, =—sen@li+ cosej=—coswtli—senwtj

10_ VARIACION DEL VECTOR VELOCIDAD
v

o) P(t+dt)
-~ V, o(t+dt)
- PD
= V, (t+at) Y av

\Tp;fl} P PO
'-..FP_G[I]

Figura 9. Acd hemos trasladado paralelamente los
vectores velocidad para ver mas claramente el vector
cambio de velocidad.

Supongamos que el punto “P” cambia de velocidad en forma suave respecto de un
observador fijo “O” y que ese cambio se hace durante un intervalo pequefio de tiempo.

vp_o(t) es la velocidad inicial
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Up_o(t + dt) es la velocidad final

La diferencia entre estos vectores es el cambio de velocidad:

dvp_o(t) = Vp_o(t + dt) —Vp_o(t)

Si lo queremos ver desde el punto de vista matematico, teniendo en cuenta que el

intervalo de tiempo es pequefio, se puede utilizar el concepto de diferencial de la
funcion que representa el vector velocidad y a partir de ella calcular la velocidad final:

EP—O(t + dt) = EP—O(t) + dfpd;;)(t) dt

En esta expresion vemos que en el segundo término aparece una derivada, a dicha
derivada se la denomina aceleracion instantanea del punto P respecto del observador
fijo O.

Dos propiedades del cambio de velocidad:

1) Cualquier observador fijo mide el mismo cambio de velocidad, se puede pensar
como una consecuencia de lo que fue tratado para el vector cambio de posicion en las
paginas precedentes.

Estamos tentados a extender esta afirmacion para los observadores en movimiento
respecto de “O”, pero ¢cualquier observador en movimiento mide el mismo cambio de
velocidad? Pero en este punto hay que ser cuidadosos, trataremos de serlo en el
siguiente parrafo.

2) Si el observador movil “0O,” se mueve con velocidad constante (vectorialmente)
mide el mismo cambio de velocidad que el observador fijo “O”. El cambio de
velocidad del punto “P” medido por un observador moévil gue no se mueva con
velocidad constante no resulta ser el mismo que el cambio de velocidad medido por un
observador en reposo.®

El cambio de velocidad del punto “P” que mide un observador en reposo respecto del
origen, es igual al cambio de velocidad del punto “P” que mide un observador que se
mueve con velocidad (vector) constante respecto de ese origen. Las posiciones no
afectan esta propiedad.

6 Sugerimos reflexionar sobre esta conclusién cuando se inicie el estudio de la Dindmica Newtoniana. Porque esta
propiedad cobra particular importancia para percibir la importancia de los observadores inerciales es decir la ley de
Inercia o primera ley de Newton, y su relacion con la ley de Masa o segunda ley de Newton. Por supuesto sin perder de
vista que la tercera ley de Newton o ley de Interaccion, también es parte de este corpus teérico fundamental de la
dindmica clésica y son tres postulados inseparables, es decir si violamos o no observamos uno de ellos los otros dos
pierden sentido.
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Pero tenemos que restringir esta propiedad al rango tedrico en el cual son validas las
transformaciones galileanas. No podemos extender esta propiedad a situaciones en las
cuales el observador movil posea elevada rapidez.

Es decir que la velocidad del observador mévil debe ser mucho menor que 3x10%[m/s].

11_ ACELERACION INSTANTANEA DE UN PUNTO “P” RESPECTO DE UN
OBSERVADOR FLJO “O”

¥

V, oftH)

Figura 10. Por simplicidad hemos vuelto a dibujar los
vectores velocidad concurrentes. Vemos la variacion
de velocidad, que no es tangente a la trayectoria que
apunta hacia el lado céncavo de la misma.

Cuando nos interesa describir como varia la velocidad de una particula P respecto del
tiempo, resulta Util y se hace muy frecuentemente un estudio de cobmo se comporta el
segundo término de la ecuacion:

Tp_o(t+db) = Tp_o(t) + di“’;(t) dt

La cual ya hemos introducido y podemos escribirla de una forma mas conveniente:

dvp_o(t) . Vp_o(t+dt) —vp_o(t)
——— = lim
dt At—0 At

Utilizaremos esta expresion como definicion operativa del vector aceleracion
instantanea del punto material “P” respecto del punto fijo “O”.

dvp_o(t) . Vp_o(t+dt) —Vp_o(t)
———— = lim

p-o(t) = dt At—0 At

La interpretamos como el cociente de un vector por un escalar.
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Dado que el cambio de velocidad se verifica en un intervalo de tiempo muy pequefio
el vector resultante en el entorno del punto “P”, aceleracion instantanea, apuntara
hacia la concavidad de la trayectoria.

Expresion de la aceleracion en coordenadas intrinsecas

Derivamos la expresion de la velocidad en coordenadas intrinsecas:

dvp_o(t) dlvp_o(®)] — d é
dt - dt et + |vP—0(t)| W -

ap_o(t) =

Ahora la derivada del versor tangente &, = cos¢@ i+ sen¢ j es la siguiente:
deé; 5 5
rTin (—sen@i+cose J)w

La expresion entre paréntesis es un nuevo versor gque es ortogonal al primero, lo
probamos haciendo el producto escalar entre ambos:

(cosp i +seng ) - (—sen@li+cose j) =0
entonces: é, = —sen@l+cosq |

é,, s el versor normal a la trayectoria en el entorno del punto “P”

El versor normal apunta hacia la concavidad de la trayectoria y en esa direccion se
encuentra el centro de curvatura de dicha curva.

_ dlvp-o(O| , v
Gp-o(t) == &+ [Tpo (D) 0 &,

Las componentes intrinsecas de la aceleracion son dos:

e La aceleracion tangencial, que representa la variacion del modulo de la
velocidad.

e La aceleracion normal, que representa el cambio de direccion del vector
velocidad.

Seguiremos unos pasos mas, para encontrar otras propiedades relacionadas con la
aceleracion normal.
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12_ CIRCUNFERENCIA OSCULATRIZ O CIRCULO OSCULADOR: CENTRO
DE CURVATURA LOCAL Y RADIO DE CURVATURA LOCAL DE UNA
TRAYECTORIA.

En reiteradas ocasiones, al estudiar el movimiento, hemos aceptado que en el limite
para arcos de una trayectoria que se hacen tender a cero el arco de trayectoria se puede
confundir o tomar como la secante de ese arco elemental de trayectoria.

En forma analoga un arco de trayectoria infinitesimal se puede confundir con un arco
de circunferencia de longitud infinitesimal.

Circunferencia

Osculatriz trayectloria

& -

” ~
*centro *

curvatura

Figura 11
Asi es como decimos que la circunferencia a la que pertenece ese arco infinitesimal
que se confunde con el arco de trayectoria infinitesimal, se denomina Circunferencia
Osculatriz.

El centro de la circunferencia osculatriz es el centro de curvatura de la trayectoria en el
entorno del punto de la misma que estamos estudiando.

El radio de la circunferencia osculatriz,”R.”, es el radio de curvatura de la trayectoria
en el entorno del punto de la misma que estamos estudiando.

Observacidon: vemos que el centro de curvatura esta ubicado en la direccion que
indica el versor normal é&,, y sobre la recta del mismo. El radio de curvatura es la
distancia medida sobre este eje entre el punto “P”y el centro de curvatura.

Retomamos la expresion de la aceleracion en coordenadas intrinsecas

dlvpo®] , . v
— = &t T w8y

Pero ahora incorporaremos la relacion escalar que vincula el modulo de la velocidad
del punto “P” con la velocidad angular y el radio de la circunferencia.

ap_o(t) =

|5P—o| =w R,

Tpol
Re

Entonces reemplazamos de ambas maneras:
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_ dvp_o(®)| _ y
ap_o(t) = —ar o +w? Re &y,
_ d|vp_o(t)] [Vp_ol
ap_ot) =——é;, +——— ¢

La componente normal de la aceleracién:

o [l

De esta expresion podemos extraer una forma muy practica de calcular el radio de
curvatura de la trayectoria en el punto “P”, que estamos estudiando:

’T) 2

VUp_
RC — | P_Ol

|anl
EJEMPLO

Estudiamos la curvatura de la trayectoria de un tiro horizontal en el vacio. Se arroja
horizontalmente una particula desde un acantilado con rapidez inicial V, y se desea
saber el radio de curvatura de la trayectoria en el instante inmediatamente posterior al
inicial. También en el instante t=t;. Supongamos que el precipicio tiene suficiente
profundidad y ancho como para que la particula realice la trayectoria parabdlica
continua.

Figura 12

El sistema cartesiano x; O; y es fijo.
Durante todo el movimiento la aceleracion de la gravedad es constante: g = —g j
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Hacemos el producto escalar para proyectar la aceleracion en la direccion normal,
entonces la coordenada aceleracion normal es: |a,| =g - é,=g¢

El vector aceleracion normal para este instante:

|a,,| = g - &, en coordenadas intrinsecas

a, = —gj en coordenadas cartesianas

Up_ol? _ [Bp_ol?
Entonces: R, = =0l = [vp-0l
lanl g

Para t=t;:

La velocidad para este instante en coordenadas cartesianas es:
Uy =vol—gt;]

entonces

Vol—gti]

Vg + g7t

y utilizando la propiedad de ortogonalizar en el plano:

. —gtl—vy]

€n 2 2 12
VUVt g° by

ét=

Hacemos el producto escalar para proyectar la aceleracion en la direccion normal,
entonces la coordenada aceleracion normal es:

— s — w [(T9tL =V ]
|an|_g'en = |an|—(_g])' > >
Vs + g%t

Vo

|an| =g

JVE + g2 tf
y como vector en coordenadas intrinsecas:
Vo o

g e
Jvi+g?eZ "

Lo que representa en coordenadas cartesianas:

a, =

Contenido protegido bajo licencia Creative Commons



.UBAfiuba ®®

Fisica | — Cinematica de la particula — Rev. 02 FACULTAD DE INGEMIERIA

R p— <_gtli_v°j>—g 0 (—gt,i—vo))
= = - 1¢— Yo
T Er g2 \ v+ g2 2 (g + g% tf)
Entonces:
V.12 vg + (g t1)?
Rl = — = 7
|a, | g 0

JVE + g2t}

[v§ + (g t1)*]3/
9 Vo

Si bien la expresion aparenta ser muy complicada, no presenta ninguna dificultad pues
los datos estan a la vista desde el inicio del planteo.

1=

Se puede apreciar que en el tiro horizontal el radio de curvatura de la trayectoria en el
punto donde se encuentra el movil, aumenta a medida que pasa el tiempo. La relacion
es: el radio varia con el cubo del tiempo.
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13 APENDICE
Coordenadas polares

(El desarrollo de este sistema lo hacemos restringido a 2D, para extenderlo a 3D habria que
desarrollar sistema de coordenadas cilindrico y esférico, pero consideramos que es mejor estudiarlo
después de tener conocimientos sélidos de Analisis Matematico II).

FP—o =* |fP—0| €,

Es decir el vector se escribe como modulo del vector en la direccion radial con el
signo mas si es un vector que apunta del centro hacia afuera como el versor radial &, 0
el signo menos si apunta hacia adentro contrario a é,

El versor radial se puede escribir en cartesianas, es decir podemos dar la
transformacion de polar a cartesiano de este versor (en algebra se hace esto mismo y
también se extiende la manera de hacer operaciones con métodos matriciales):

é. =cos 01+ senj (verfigura 13, proxima pagina)

Tal como hemos expresado en la ecuacion que expresa la posicion en coordenadas
polares.

FP—o =x |T_P—O| ér

Nos da la impresion a primera vista, que la variable es el médulo y que el versor é,
esté fijo.

Tenemos que entender que el versor &, es variable en 8, que es el angulo que forma el
versor con el eje “+x”, cuando deseamos transformar la notacidén polar en notacion
cartesiana.

Lo interesante es que tenemos un versor gque acompafiard la posicion del punto
material, y esta propiedad es muy util para describir movimientos curvilineos en
general (los movimientos rectilineos son mas sencillos de representar y calcular en
coordenadas cartesianas).

En general los movimientos curvilineos se representan mas sencillamente en
coordenadas polares y luego los calculos se podran hacer en polares o en cartesianas
segln convenga’ (también veremos el sistema de coordenadas intrinseco con sus
respectivas transformaciones a coordenadas cartesianas).

En Fisica es muy frecuente que describamos el movimiento en un intervalo, desde un punto inicial a un punto final.
Para hacer calculos utilizaremos herramientas de algebra y de analisis matematico, la herramienta que mejor describa la
situacion y de la manera mas simple.
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trayectoria

Figura 13

En la figura 6 el angulo se lee “6” theta que es una variable (no confundir con el
versor), y los versores é,. y €, (no confundir con versor tangente a la trayectoria).

El versor &, es normal al versor radial, mateméaticamente se puede calcular mediante
la derivada del versor é,..

d(é;) d(cos8i+ senbj)
dt dt

Derivamos aplicando regla de la cadena y recordando que 7; j son versores fijos y sus
derivada son nulas.

d(ér)
dt

( 01+ o)) a6
=(—Ssenvuvi coSs .

T
La ultima parte es la derivada del angulo respecto del tiempo, la denominaremos con
la letra omega minuscula y es el modulo de la velocidad angular w. El paréntesis es un
versor y lo llamaremos versor transversal ég.

€g = —senbOi+ cos0]

d(é,) 071+ 9vd9_ y
7 = (—sen @i+ cos ])dt—a)ee

Los versores polares y los intrinsecos cambian punto a punto, pero en general facilitan la interpretacion fisica. Los
versores cartesianos permiten aplicar mas facilmente célculos de andlisis matematico, es decir derivadas e integrales.

Contenido protegido bajo licencia Creative Commons



.UBAfiuba ®®

Fisica | — Cinematica de la particula — Rev. 02 FACULTAD DE INGENIERIA

Esta ecuacion nos esta indicando que la derivada de un versor es perpendicular a dicho
versor y ademas su médulo es igual a la velocidad angular del movimiento del punto
que estamos estudiando. (Lo antedicho lo podemos representar como un producto
vectorial para sistema de mano derecha o dextrogiro, pero sera tema de un capitulo de
movimiento relativo que estudiaremos mas adelante).

Por el momento tenemos definidos dos versores polares y sus transformaciones a
sistema cartesiano en 2D:

€ =cosOi+ senfj

€g = —senbO i+ cosO]

VECTOR VELOCIDAD EN COORDENADAS POLARES Y
TRANSFORMACION A COORDENADAS CARTESIANAS EN 2D.

componente radial

d|7 p_o|
y 4 e,
| dt
! |7 p—o| @ &g
|
}’pl ____________________________ P componente transversal
| P
I KA
I JOS
| P )
I .. Tp-o
o , i
L |
: o i
. | L4 |
h\_ I .'. 8' i
N # i |
M e - = ————
0 Xp X
Figura 14

Partamos de la posicion expresada en coordenadas polares

Tp—o = X |Tp_ol &;

Y derivemos

drp_o _ d|Tp_ol 64 |7 |dér
dt dt r D UP=0 gt

Vp_o =

Recordemos la regla de derivada del producto y lo que hemos dicho sobre la expresién
de la derivada del versor radial é,.:
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dé, ( o1+ coso ) do
=(—senf i1+ cos —
dt ST
Entonces:
_ _drpo dlfp_ol _ _ y
V-0 =T T T a4 & + |Tp—ol w &g
Donde:
d(&,) do

T (—sen 61+ cos Hj)a

Hemos obtenido la expresion de la velocidad de la particula P respecto del origen fijo
(o de cualquier otro punto fijo al origen). En el segundo miembro, el primer término
representa: la rapidez con la cual varia el modulo de la posicién en la direccién radial,
es decir el cambio instantaneo de mddulo de radio en la unidad del tiempo que se
verifica en la direccion &, radial. El segundo término resulta familiar para el
movimiento circular, ya que es el producto del modulo del radio por el modulo de la
velocidad angular y representaria un tramo elemental de movimiento circular que se
da en la direccion del versor &, transversal (en la figura representamos en rojo estos
dos términos).

componente radial

dIF p-ol
y A dt g
) v P—-0
vy] T p—o| w &g
I"""""""""""? _____ ('OHIpOH-‘.’HfP transversal
1 ;
I : ;
I i ;
D -
% €p 1 T4 '
-\_ I I’. H E
. I Z ! |
‘\‘ I k2 8 i |
~ ’ ! i
0 U, X
Figura 15

Si necesitamos conocer la velocidad en coordenadas cartesianas a partir de este
planteo inicial en coordenadas polares utilizamos las transformaciones vistas (0
cualquier método matricial visto en algebra). Desarrollamos:
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— _dltpol . L
Vpo =——— & + |Tp_o|l w &
dt
Reemplazamos: €&, =cos@ 1+ senfj g =—senbBil+ cosO]
_ d |7p_ol 5 e y y
Vp—0 = (cos 01+ senB )+ |ip_g|l w (—sen 81+ cosB))

Reagrupamos:

_ d|7p_ol _ . (4170l _ y
Vp-o == ¢os 0 — |rp_o|l wsen B |1 + —sen 0+ |rp_plwcos B )]

Expresion de la aceleracion en coordenadas polares:

Derivamos la expresién de la velocidad para coordenadas polares, en funcion del
tiempo:

dvp_o(t) d*|Tp_ol . dITp_ol dé, dlrp_ol dw dég
= ér + +

weég+ |To_p|l— €9 + |To_p| 00—
dt atz T dt  dt dt 0 lPOIdt o+ ITp—ol dt

Para reducir esta expresion a términos con interpretacion fisica aceptable, recordamos:
é, =cos 01+ senfj versorradial expresado en coordenadas cartesianas.
dée

Derivamos: d—tr =(—senBi+ cosbj) % =(—senfi+ cosbj)w

de . :
Donde — = €S la expresion escalar de la velocidad angular.

Y el versor es el transversal expresado en coordenadas cartesianas:

€g =—senf i+cosfOj

Observacion: el versor ég no es el angulo 6. La interpretacion fisica del versor
corresponde a la direccion normal al versor radial. Mientras que el angulo es la
variable que orienta el versor radial respecto del eje cartesiano +x.

Derivamos:
d ég dé

ek (—cos @ i—sen@j)a
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Veamos que:

—&, =(—cosO1— senf))

Entonces, reemplazamos en la expresion de la aceleracion, que queda:

T (b) = dvp_o(t)
p-o\l) = ———
dt
— d*|[Tp_ol . dlTp_ol dlrp_ol — dw — <
ap_o(t) = 2z °r dt w eg + dt w eg + |rP—O|E €+ [Tp_ol 0? &,

_ d*[Fpool s (ATl de))
ap_om=<%—|rp_o|w2>er+(z T + [Tp-ol = )2

En esta expresion:

1. la componente radial tiene dos terminos, el primero es aceleracion debida a la
variacion del médulo del vector posicion y el segundo, se puede decir, es
semejante a la aceleracidn centripeta.

2. La componente transversal tiene dos términos, el primero es la aceleracion
complementaria o aceleracién de Coriolis y el segundo es semejante a la
aceleracion lineal debida a la variacion del modulo de la velocidad angular.

Caso particular para el movimiento circular:

El radio de la trayectoria es constante, entonces si el punto de referencia es el centro
de la circunferencia, se verifica que el médulo del vector posicion es constante y sus
derivadas son nulas.

_ o _doy
@p-0() = (0= [Fp-ol @)% + (2(0) @ + [Fool 7 ) &

_ L dw
ap_o(t) = —|rp_o|l @* &, + [rp_o] Eee

En este caso particular el primer término corresponde a aceleracion centripeta y el
segundo término a aceleracion transversal, que como caso particular coincide con
aceleracion tangencial.

Si ademés el movimiento fuese uniforme, se verifica que la aceleracion angular es
nula entonces:

ap_o(t) = —|rp_gl w? & + |Tp_o|(0)&g
ap_o(t) = —|Tp_o| w? &,

Sobrevive solamente el termino de aceleracion centripeta.
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EJEMPLOS:

1- Movil “P” que se mueve por una trayectoria circular de radio “a”,
centrada en el origen

(la posicion se verifica que es radial). Tp—o = @&
(la velocidad es transversal, en este caso coincide

Vb0 =06 +awéy =aweés oy |3 direccion tangencial. Recordemos que la
velocidad es siempre tangente a la trayectoria).

Y las expresiones en coordenadas cartesianas son:
Tp_g =acosOi+asenbj

Up_o = —aw sen O i+ aw cos O j

2- Mévil ”P” que se mueve por una trayectoria espiral

El punto “P” se mueve sobre la trayectoria espiral de ecuacion:

y

Figura 16. El mismo vector vp_, se
proyecta sobre el sistema polar y sobre el
sistema cartesiano.

FP—O = (a + b@) é‘l"
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Donde:

“@”: es un parametro medido en [m] cuya interpretacion fisica es el médulo de la
posicion del primer punto de la espiral respecto del origen X..

“b” es un parametro medido en [m/rad]

“8” es el angulo como coordenada del sistema polar respecto de “X” medido en [rad],
es una funcidn variable con el tiempo, 8 = 6(t)

“g,”” versor radial.

La expresion cartesiana de la posicion es:

To_o = (a+ bB).(cos BT+ sen b))

La derivada del modulo es:

dlfp—o| _ , d6

ac P The

Entonces la velocidad expresada en coordenadas polares (retomaremos esta expresion
cuando veamos aceleracion en coordenadas polares):

Up_p = bw &+ (a + bB)w &,

Para escribir las componentes cartesianas V y Vy, recurriremos a las ecuaciones de los
versores polares expresados en cartesianas.

€ =cosOil+ senfj
g = —senbO i+ cos0]
Entonces:

Up_o = [bw cos 8 — (a + bO)w sen O] i + [bw sen 0 + (a + bO)w cos O] J

Como era esperable, verificamos que esta ecuacion es la derivada del vector posicion
respecto del tiempo expresado en coordenadas cartesianas.
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